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1. Preliminares y Notaciones

A lo largo de esta nota, denotaremos con K un cuerpo!, que varias veces su-
pondremos infinito y mas aun, algebraicamente cerrado. El lector que no quiera
preocuparse por este hecho puede suponer que K = C, el cuerpo de los ntimeros
complejos.

Comenzaremos definiendo los términos que aparecen en el titulo de esta nota.

Definicién 1.1. Una sucesién a valores en K es una funcion a: N — K.

Observacion 1.2. Para los propdsitos de esta nota, N es el conjunto de los
nimeros enteros positivos, N ={1,2,3,...}.

Notacién 1.3. Para simplificar la notacion, haremos a, = a(n), y ademds
notaremos la sucesion a como (ap)nen, para que quede claro que su dominio
son los enteros positivos.

Ejemplo 1.4. a, = (—1)", -1

Ejemplo 1.5. a, = 2= 1

Definicién 1.6. Dado ¢ € N, una sucesion se dice recursiva con periodo { si
existe una funcion f : K* — K tal que ¥n € N: apye = f(@n, Gpi1,-- s Gnye_1)-

Ejemplo 1.7 (La sucesion de Fibonacci). Esta sucesion va a aparecer mu-
chas veces a lo largo del texto. La sucesion de Fibonacci se define de la manera
siguiente: ay := 1, ag := 1, y para todon € N, a, 42 := apy1+an, es decir, cada
término a partir del tercero se obtiene sumando los dos anteriores. La sucesion
es la siguiente: 1, 1,2, 3,5, .... Esta es una sucesion recursiva de acuerdo con
la definicion de arriba. En este caso £ =2, y f(x1,22) := x1 + .

IEs decir que estamos abusando de notacién ya que si quisiéramos ser precisos, deberiamos
hablar de una terna (K, +,.) que satisface ciertas propiedades que se suponen conocidas por
el lector



Ejemplo 1.8 (Sucesiones aritméticas). Dados A\, N € K. La sucesion arit-
mética cuyo primer término es X y de razén N se define asi:

a1 =N\, Gpy1i=an + N, (1)
En este caso, £ =1y f(x1) := 21 + N.

Ejemplo 1.9 (Sucesiones geométricas). Dados A\, N € K. La sucesién geométri-
ca de primer término igual a X y de razén N se define asi:

— — /
a1 = A, Qpy1=ap N

En este caso también £ =1y f(x1) =21 N.

. X . an+ -2 .
Ejemplo 1.10. Se hace a1 := 1 y a partir de alli, any1 = — 5. Los pri-
meros términos de esta sucesion son 1, %, %7, ... En los cursos de andlisis se

demuestra que esta sucesion converge a V2.
Los ejemplos vistos mas arriba pueden ser escritos de forma recursiva:
= En el ejemplo 1.4 (-1, 1, —1,...), uno hace a; := =1, apy1 = —1lay,.
Esta sucesion es geométrica.
= En el ejemplo 1.5 (1, %, 2, g, ...),setiene ay =1, apy1i=an+ % Esta
sucesién es aritmética.

Observacion 1.11. Notar que el periodo no estd bien definido. De hecho, uno
podria definir la sucesion del ejemplo 1.4 de la manera siguiente:

ayp:=—1, az:=1, az:=-1, api3:=—apy2+ apy1+ an,

y resultaria con { = 3.

Esta ambigiiedad en la definicion no serd un problema para los efectos y
resultados de esta nota, pero el lector debe notar que estamos trabajando con un
concepto que en principio no estd bien definido.

Definicion 1.12. Una sucesion se dice linealmente recursiva si existen £ €
N, Ao, A1, .5 A1 € K tal que

Apyr = Aoy + /\1an+1 + ...+ /\g_lan_;,_g_l Vn € N.

Es decir que una sucesion linealmente recursiva (el objeto de esta nota) no es
otra cosa que una funcién recursiva con periodo ¢, donde la funcién de recursién
es lineal, es decir f : Kf — K es una transformacién K-lineal:

f(J?l, C.. ,xg) = X1+ A2+ ...+ Ap_12p.

Ejemplo 1.13. La sucesion de Fibonacci es claramente una sucesion lineal-
mente recursiva. En este caso, \g = \; = 1.



Ejemplo 1.14. Las sucesiones geométricas de la definicion 1.9 son también
recursivas. En la notacidon de la definicidn 1.12, se tiene que Ao = \'.

Atn cuando aparentemente no parezcan, las sucesiones aritméticas también
son linealmente recursivas.

Lema 1.15. Las sucesiones aritméticas son linealmente recursivas con periodo
{=2.

Demostracién. De acuerdo a lo definido en (1), se tiene
!/
Gp41 — An = A
— \
Ap4-2 ap41 = .

Igualamos los primeros miembros de estas igualdades:

Ap+1 — Qp = Ap+4+2 — Ap41,

y de aqui se deduce que

Ap42 = 2an+1 — Qnp,
lo cual dice que la sucesion aritmética es linealmente recursiva con periodo £ = 2
y funcién lineal asociada f(x1,x2) := —x1 + 2 x2. O

Ejercicio 1.16. Demostrar que toda sucesion periddica es linealmente recursi-
va. Encontrar la formula de la recursion.

Ejercicio 1.17. Decidir si la siguiente sucesion
a1:=1, apy1:=a,+n VneN
es linealmente recursiva. Si lo es, encontrar la ecuacién de recursion.

Por lo visto anteriormente, las sucesiones linealmente recursivas engloban
tanto sucesiones aritméticas como geométricas. De los cursos elementales de
algebra se sabe que las férmulas explicitas de las sucesiones aritméticas y geométri-
cas son

an=A+(n—-1)N, an = AN

respectivamente. El objetivo de esta nota es encontrar férmulas explicitas pa-
ra cualquier tipo de sucesion linealmente recursiva. Es decir, nos proponemos
completar el siguiente cuadro:

Forma Recursiva Forma Explicita
Sucesiones Geométricas apy1 = N ay an = AN"!
Sucesiones Aritméticas ny1 =N +ay an =X+ (n—-1)N
Suc. Lin. Recursivas Gptr = A00n + Mapy1 + oo+ A—1Gpgr—1 777




Para que nos quede claro que no toda sucesién linealmente recursiva es o aritméti-
ca o geométrica, veamos que la sucesién de Fibonacci no es de ninguna de las
dos clases.

Lema 1.18. La sucesion de Fibonacci no es ni aritmética ni geométrica.

Demostracion. Listemos los primeros términos de la sucesion de Fibonacci:
1,1,2,3,5,...

= Si la sucesién fuera aritmética, la resta entre dos términos consecutivos
seria constante, pero la sucesién de restas es 0, 1, 1, 2, 3, ... que no lo es.

= Sila sucesion fuera geométrica, el cociente entre dos términos consecutivos

seria constante, pero la sucesién de cocientes es 1, 2, %, g, ... que no lo
es.

O

A veces es interesante saber si una sucesion tiene crecimiento lineal o expo-
nencial, lo cual tiene que ver con el hecho de que si la sucesién -para valores
grandes de n- se comporta como una sucesién aritmética (crecimiento lineal) o
geométrica (crecimiento exponencial). Esto es de interés en modelos econémicos
y/o de crecimiento de poblacién entre otras areas. La siguiente proposicién nos
dird que la sucesién de Fibonacci tiene crecimiento exponencial.

Proposicién 1.19. Sea (an)nen la sucesion de Fibonacci. Para todo n > 6, se
tiene

V27" <a, <2

Demostracion. La prueba la haremos por induccién. Listemos los primeros siete
términos de la sucesion de Fibonacci: 1, 12, 3, 5, 8, 15.

» Para n = 6 se tiene que V2 ¢ = 23 = 8 = a5 < 2% = 64, 0 sea que vale la
desigualdad.

= Para n = 7 se tiene que v2 7 = 8v/2 < az(= 15) < 27 = 128, y también
se cumple el enunciado para este caso.

Veamos ahora el caso general, supongamos entonces que el enunciado vale para
nyn+1(n>6). Entonces, por hipétesis inductiva, se tiene

NoRE < ap < 2m
\/i il S Ap1 < 2n+1'

Sumando miembro a miembro se tiene
\/5 noy \/5 n+1 < Unto = Ung1 + an < on _'_2n+1.

Acotamos inferiormente el término de la izquierda: Para acotar inferiormente,
se tiene que

VBTV S VBB —2VE = Ve,



Ahora acotamos superiormente el término de la derecha:
2" 4 2n = 27(1 4+ 2) < 2722 = 2" 2,

Es decir que se tiene
V22 < g, < 202

que es lo que queriamos demostrar. O

Veremos mas adelante que es posible decir mucho més acerca del comporta-
miento exponencial de la sucesién de Fibonacci.

2. El espacio vectorial asociado a una recursion
lineal

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades asociadas a sucesiones
linealmente recursivas. Recordemos la siguiente notaciéon habitual en &lgebra:
dados dos conjuntos A y B, denotamos con AP al conjunto de todas las funciones
f A — B. Con esta notacién, estd claro que las sucesiones a valores en K no
son otra cosa que elementos del conjunto NX.

Proposicion 2.1. Fijados \g, A1, ..., e—1 € K, el conjunto
S = {(an)nexy CN¥: apyp = Noan + Mapy1 + ...+ Me_1an10-1Vn € N}
es un K- espacio vectorial de dimension £.

Demostracion. Es sabido que N¥ es un K espacio vectorial (de dimensién infi-
nita), como S es un subconjunto de N¥| para ver que es un espacio vectorial
alcanza con ver que es un subespacio de este ultimo. Para ello, tendremos que
verificar las siguientes tres condiciones:

1. 0 (el vector nulo de N¥) es un elemento de S.

2. Si (an)nen ¥ (bn)nen pertenecen a S, entonces (a, + by, )nen también per-
tenece a S.

3. Dados (an)neny € Sy A € K, la nueva sucesion (Aay)nen €s un elemento
de S.

Demostremos estas propiedades.

1. 0 es la sucesion con todas las coordenadas nulas. Claramente cumple con
la condicién de pertenecer a S, ya que trivialmente se verifica

0=X0+ A0+...4+ X_10.

Luego, 0 € S.



2. Si (ap)nen ¥ (bn)nen son elementos de S, entonces

Up4e = Aoy + >\1an+1 +...+ )\ZflanJrffl

bnie = Aobp + Atbpyr + oo+ Ae—1bnye 1.
Sumando ambas ecuaciones, se tiene
An4p +bn+£ = A0(an +bn) +A1 (an+1 + bn—i—l) +.oo A (an+6—1 +bn+2—1);
lo cual muestra (a, + by )nen € S.

3. Como se cumple que
Antt = A0Qp + Mapt1 + oo+ A 10n40-1,
multiplicando por A miembro a miembro:
Alpgp = Ao Aap + A1 Aapg1 + oo+ A—1 Aapge—1,

y esto dice que (Aap)nen € S.

Falta ver que la dimension de S es £. Para ello construimos la siguiente funcién:

¢ : S — K¢
(an)nEN = (alaa2a'~-7a€)-

Afirmamos que ¢ es un isomorfismo de K espacios vectoriales. Con eso demos-
tramos que la dimensién de S es la misma que la de K’ que obviamente es

L.

= ¢ estd bien definida, y es una transformacion lineal. En efecto, ¢ no es
otra cosa que la restriccion de la proyeccién de las primeras £ coordenadas
sobre NK, que es una transformacién K-lineal.

» ¢ es monomorfismo: Si ¢ ((an)nen) = (0,0,...,0), entonces por la defini-
cién de ¢, ya sabemos que a1 = as = ... =ay = 0.
Como (an)nen € S, entonces se tiene que

apy1 = o1 + Aag + ...+ Ae_qag =0
Agyo = )\Oa2+)\1a3+...+)\5_1ag+1 = 0

Inductivamente, se ve que a,, = 0 Vn € N, es decir que (an)neny = 0 y que
¢ es un monomorfismo.



= ¢ es epimorfismo: Sea (ay, as, ..., a) un elemento cualquiera de K¢, cons-
truiremos una sucesion (a, )nen € S tal que ¢ ((an)nen) = (a1, aa, ..., ap).

Para que esto ocurra, obviamente que hay que definir los primeros valores
de la manera siguiente: a1 := a1, as := ag, ...ap := ay. Luego, para que
(an)nen sea un elemento de S, hay que definir los valores siguientes de
manera inductiva:

ag+1 = o1 + Aag + ...+ Ae—qag
ag+2 = )\0a2+)\1a3—|—...—|—/\3_1a5+1

Esto garantiza que tanto la sucesién estd en S, y que su imagen es (g, ag, . . .

como queriamos demostrar.

O

3. Bases explicitas de soluciones

Claramente que via el isomorfismo ¢ descripto en la seccién anterior, uno se
puede construir una base del espacio vectorial S. Por ejemplo, la preimagen de
la base candnica de K¢. Pero no estd claro que trabajar con esta base nos de
expresiones “explicitas” para los elementos de S, que es el objetivo de esta nota.
En lo que sigue, intentaremos encontrar elementos explicitos que describan a S.

7

3.1. La sucesién de Fibonacci

Llamemos Sg al espacio vectorial S definido en la seccién anterior que con-
tiene entre sus elementos a la sucesiéon de Fibonacci. Es decir

Sp = {(an)neN D p42 = Apt1 + an,Vn € N}

Queremos ver si existe en Sg un elemento de “crecimiento exponencial”, es decir
si hay alguna sucesién (a,)neny € SF que cumpla a,, = r™ Vn € N, con r # 0.
Para ello, debido a la condicién a9 = ap41 + ap, se deberia cumplir que

7ﬂnJrQ _ 7,,7’7,+1 + 7JL’ (2)
y como r # 0, entonces se tiene la condicion
rP=r+ 1,

es decir que 7 deberfa ser una solucién de la ecuacién cuadrética 72 —r —1 = 0.
Si K fuera el cuerpo de los nimeros reales (o cualquier cuerpo de caracteristica
distinta de dos donde la ecuaciéon T2 —5 tiene dos soluciones), uno podria resolver
esta ecuacién cuadratica y encontrar dos soluciones distintas:

1-v6 1445
= — 2':7.

2 7 ' 2 3)

Tt

7055)7



Es fécil ver que haciendo r igual a r; o rq, se satisface la identidad (2). Luego,
se tiene lo siguiente.

Proposicién 3.1. Supongamos que existen r1 y ro en K definidos como en (3)
y que son distintos entre si y ninguno de ellos igual a cero. Haciendo a, =
71", by = 12" y B = {(an)nen, (bn)nen}, se tiene que B es una base de Sp
como K-espacio vectorial.

Demostracion. Por lo expuesto anteriormente, estd claro que tanto (a,)nen
como (b, )nen son elementos de Sp. Sabemos (por la proposicién 2.1) que la
dimensién de Sg es dos, asi que para ver que B es una base, alcanza con demos-
trar que los elementos de B son linealmente independientes.

Supongamos que existen aj, as € K que verifican que

ayan, +agb, =0 Vn eN,

o sea
a1t +asry =0 VneN.

Nos quedamos con las dos primeras ecuaciones de la familia anterior (n = 1,2),
y nos queda el sistema lineal

Q171+ Qo = 0,
2

a1 7‘12 + Qo Tre = 0.
Este es un sistema homogéneo de dos ecuaciones lineales en aq, ag. Se sabe que
si el determinante del sistema es distinto de cero, entonces la tnica solucién del
mismo es la solucién trival a; = as = 0. Calculando el determinante, resulta

1 T2

det ( 5 o > =rira(ry —re)
™ T2

que es un numero distinto de cero por las condiciones impuestas sobre ry y ro

en el enunciado. Esto demuestra lo que queriamos. O

Corolario 3.2. Sea (an)nen la sucesidn de Fibonacci. Existen aq, as € R tal
que
anp =a17m1" +asry™ VYneN.

En efecto, la sucesién de Fibonacci se tiene que escribir como una combina-
cién de elementos de B. Calculemos los escalares, para eso volvemos a plantear
un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas haciendo n =1,2:

1 = a4 = airi+asrs
1 = a3 = oqri?+ar?
Resolviendo este sistema lineal, se tiene que a; = —% y ag = % Es decir

1 (1+v5) 1 [1-V5

ap = —= - —
Ve 2 VER:




Observacion 3.3. Si uno contrasta esta formula explicita para la sucesion de
Fibonacci con la acotacion hecha en la proposicion 1.19, se encuentra con que

n
para valores grandes de m, la sucesion “se porta” como (HT‘/E) (ya que "

tiende a cero), que es un nimero que estd entre /2 ™ y 2™,

3.2. El caso general

Veamos ahora qué pasa en el caso general, es decir cuando tenemos una
sucesion linealmente recursiva genérica

Ap+4o¢ = )\Oan + )\1a71+1 +...+ Aéflanqtfflv (4)

donde Mg, A1, ..., A¢g—1 son elementos fijos de K.
Si planteamos nuevamente una solucién “exponencial” del tipo a,, = r™ con
r # 0, entonces la ecuacién (4) se lee asi:

PP = Ao 4+ At N
Como 7 es distinto de cero, podemos simplificar ™ en ambos miembros:
= Xo+ N At (5)

O sea que r tiene que ser una solucién de la ecuacién (5). Reciprocamente, para
cualquier r que satisface (5), haciendo a, := r™ n = 1,2,... se tiene que la
sucesion (a,)nen satisface la recursion (4).

Definicién 3.4. El polinomio asociado a la recurrencia (4) es
P(t) :=t" — Nyt = Npot' 2 — = At — Ao

Observar que P(t) es un polinomio ménico de grado £. De los cursos ele-
mentales de dlgebra, se sabe que P(t) puede tener a lo més ¢ raices en K. El
préximo resultado caracteriza totalmente el espacio de soluciones de las sucesio-
nes linealmente recursivas cuyo polinomio asociado tiene exactamente /£ raices.

Teorema 3.5. Con la notacion de arriba, si P(t) tiene € raices r1, Ta,..., Ty
distintas entre si y distintas de cero, entonces

B:= {(Tln)nel\h (TQn)neNv s (Tfn)neN}

es una base de S como K espacio vectorial.

Observacion 3.6. Notar que la condicion impuesta sobre las raices de que nin-
guna de ellas sea igual a cero es equivalente a pedir A\g # 0. La otra condicion
(que sean distintas entre si) también tiene una traduccidn algebraica (discrimi-
nantes) que no discutiremos aqud.



Demostracion. Por lo expuesto mas arriba, esta claro que haciendo a,, :=r;", j =
1,2,...,¢ esta sucesiéon cumple con la recursién (4). Por otro lado, en virtud de
la proposicién 2.1, sabemos que S tiene dimension ¢. Luego, para ver que B es
una base de S, alcanza con ver que es un conjunto linealmente independiente.

Supongamos entonces que tenemos una combinacién lineal de los elementos
de B que da el vector nulo, es decir

orl +Fogry + ...+ aory =0 VneN

con ag, Qa,..., ay € K.
Como antes, nos construimos un sistema lineal en los a’s considerando las
primeras £ ecuaciones:

airitasreo+ ... +ayry = 0
arr?+aori+ ...+ ari = 0

(6)
alr{ + agrg +...+ agrf = 0.

La matriz asociada a este sistema -que llamaremos .,7re)- es de la

forma siguiente:

T Te ... Ty

2 .2 2

riors ... 1y
Viri,ra,...,re) =

ook

Si logramos demostrar que det (V(ry,72,...,7¢)) # 0, estamos hechos ya que
eso dice que la tnica solucién del sistema (6) es la solucién “trivial” a; = ay =

. = ay = 0. La siguiente proposicién nos da una férmula explicita para este
determinante, que junto con las hipétesis, termina de demostrar el teorema. [

Proposicién 3.7.

d6t<v(rlar2,~-~,7"[)):7'17"2...’]"@ H (ijrl-),

1<i<j<t

Demostracion. La demostracion la haremos por induccién en £. El caso inicial
£ =1 es trivial. Veamos entonces el paso inductivo. Sean rq, ro9,..., ry_1 ele-
mentos de K. Consideramos el siguiente polinomio

T T9 ... Ty_1 t
r? or: ... 7’%71 t2
Qt) :=det (V(ri,ra,...,7¢—1,t)) = : :
Tf Tg rf71 tt

De la definicién de Q(t) se deduce facilmente lo siguiente:

10



= Q(t) es un polinomio de grado menor o igual que ¢. Esto se ve “desa-
rrollando el determinante que define a este polinomio usando la tltima
columna.

= El coeficiente principal de Q(t) es det (V(r1,72,...,70-1)), ya que el coefi-
ciente de t’ en la expansién por la dltima columna es el menor que resulta
de suprimir las ultimas fila y columna.

= Q0) =Q(r1) =...=Q(re—1) = 0, ya que al hacer estas especializaciones,
la matriz resultante termina o bien teniendo una columna llena de ceros
o bien dos columnas iguales.

Por todo esto, podemos concluir que

Q(t) =det (V(r1,re,...,re—1)) t(t—r1) (E—712) ... (r—1re_1). (7)

Por hipétesis inductiva, se tiene

det (V(ri,7a, ... T0—1)) =7r172...T—1 H (rj —ri). (8)
1<i<j<t—1

Lo que nosotros queremos calcular es Q(ry) = det (V(r1,72,...,7¢)) . Especia-

lizando t = 14 en (7) y usando (8), se tiene que det (V(ry,72,...,7¢)) es igual

a

T1T9 ... To—1 H (rj—mr) | me(re—mr1) (re —r2) ... (re — 1o—1).
1<i<j<t—1

Reordenando los términos de esta expresion, se obtiene

det (V(r17r27~~~7’r£)) =Trire...7Ty H (Tj—ﬁ')

1<i<j<t

que es lo que queriamos demostrar. O

Veamos ahora qué pasa cuando 0 es una de las raices del polinomio asociado
a la sucesion, y las otras raices son simples.
Supongamos que el polinomio asociado a (4) es de la forma

Pty =t" — Xqt"™ = Aot T2 — = At (9)

con j > 1. Para cada k = 1,2,...,7, definimos una sucesién (a¥),cn de la
manera siguiente:

k._ k.__ k - k._ k N k -
ay =0, ay:=0, ..., ap_1:=0, ap:=1, ap;;:=0, ap,,:=0, ...
(10)
k

es decir que a;

es igual a cero excepto en el término k-ésimo.

Ejercicio 3.8. Demostrar que la sucesion (a¥)nen definida en (10) es un ele-
mento de S si el polinomio asociado a la recurrencia es de la forma (9).

11



Proposicién 3.9. Si P(t) es de la forma descripta en (3.9) y tiene como raices
no nulas r1,...,7¢—; que son distintas entre si, entonces una base para S es

B := {<ai>nENv (ai)nENa ) (agz)nEN’ (11 )nen; - - (Tzlfj)nEN}-

Demostracion. Esta claro que todos los elementos de B pertenecen a S (por el
ejercicio 3.8 y el hecho que las r; son raices de P(t). Como sabemos que la di-
mension de S es £ y el cardinal de B es ¢, nuevamente alcanza con demostrar que
este conjunto es linealmente independiente. tomemos entonces una combinacién
lineal de elementos de B igualada a cero:

aray, + aoal + ...+ ajal +ajrt 4.+ aery_; =0 VneN,

donde a1, ag,...,ap son todos elementos de K.

Consideremos las primeras ¢ ecuaciones lineales de la lista anterior. El sis-
tema de ecuaciones que resulta del mismo tiene asociada la siguiente matriz
cuadrada de tamano ¢ x £:

1 0 ... 0 nm T cee Te—j
2 2 2
01 ... 0 rf 5 e T
L J J J
M = 0o 0 ... 1 1 5 reijl. ,
j+1 g+l J+
00 ... 0 T3 cee Tyl
00 ... 0 ¢ ré ... rﬁ_j

donde el bloque de unos y ceros tiene £ filas y j columnas.
Como en este bloque de unos y ceros, las ultimas ¢—j filas contiene solamente
elementos nulos, se tiene(ver el ejercicio siguiente)

Jj+1 Jj+1 Jj+1
&1 T3 R A
r{+2 r%” .. r%f?
det(M) = det ]
¢ ¢ ¢
1 T3 Te_j

Sacando de factor comun 77 en la columna i, lo anterior es igual a

1 T2 cee To—y
2 2 2
i ; T3 Ty TP i ;
Ty Ty det : : : : =TTy .. Ty det (V(r1,72,...,70—5))
l—j l—j l—j
] To N

esta ultima expresién es distinta cero, debido a las condiciones que hemos im-
puesto a los r;’s en la hipétesis y la proposicion 3.7. O

12



Ejercicio 3.10. Sean A y B dos matrices cuadradas de tamarnios j X j y (£ —
J) x (€—j) respectivamente. Sea C una matriz de tamano j x (£ —j). Demostrar
que
A C

det( 0o B ) = det(A) det(B),
donde 0 es una matriz de (£ — j) X j cuyos coeficientes son todos cero.
Sugerencia: Desarrollar el determinante por la primer fila o columna y usar
induccion en L.

3.3. Caso real vs caso complejo

El teorema 3.5 nos da una caracterizacién completa de aquellas sucesiones
cuyo polinomio asociado tiene todas sus raices en el cuerpo, y todas son sim-
ples (excepto quizds el cero). En el caso de cuerpos algebraicamente cerrados,
esta descripcion es altamente satisfactoria ya que polinomios con coeficientes en
cuerpos algebraicamente cerrados tienen todas sus raices en ese cuerpo. Pero,
l.qué pasa cuando los coeficientes son reales y las raices son complejas no reales?
., Como se hace para “recuperar” una base de soluciones reales a partir de las
soluciones complejas?

Ejemplo 3.11. La sucesion 1,1, =1, =1, 1, 1, —1,1,... satisface anta = Gn, Yy
tiene por polinomio asociado P(t) = t2+1 cuyas raices son los nimeros comple-
jos imaginarios i y —i. O sea que una “base” de soluciones para S como espacio
vectorial complejo en este caso seria {(i"), ey, ((=9)")en}- 4COmo encontra-
mos una base de S como espacio vectorial sobre R?

Ejercicio 3.12. Mostrar que si P(t) es un polinomio con coeficientes reales, y
tiene una raiz compleja w, entonces w (el complejo conjugado a w) es también
raiz de P(t).

Proposicién 3.13. Si el polinomio asociado a la recursidn P(t) tiene coeficien-
tes reales y raices complejas simples r1, ..., Ts, 21, Z1, 22, Z2, -+ ., Zp, Zp donde
ninguno de los r; o los z, es cero, los r; son reales y los z, son complejos

no reales (j =1,...,8,k =1,...,p), entonces una base de S como R-espacio
vectorial es

B:={(rD)nen>- > T ) nen» (Re(21)) nen s TM(21)) pen s - - - Re(zy) — Im(zy) neN}’

donde Re(z) (resp. Im(z)) denota la parte real (resp. imaginaria) del nimero
complejo z.

Demostracion. Claramente las sucesiones (r}‘)neN, j=1,2,..., s satisfacen con
la ecuacién de recurrencia ya que los 7; son soluciones del polinomio asociado.
Por otro lado, fijado k entre 1 y p, se tiene que

ZZH =Xz + )\122”1 +...+ )\5714“717 vVn €N

ya que los z; son también raices del polinomio asociado. Tomamos parte real
miembro a miembro:

Re(z1)" ™ = Re Moz + Mizf ™ 4+ o+ A2 ™Y), vneN (11)
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En el segundo miembro usamos la linealidad de la parte real de un nimero
complejo con respecto a la suma y al producto por escalares reales (recordar
que Ag, A1,..., Ag son todos nimeros reales. Nos queda

Re (zk)"H = MoRe (21) + M1 Re (z,’j“) 4+ ...+ M1 Re (ZZH_I) , VneN,

lo cual dice que la sucesion a,, := Re (Re(2}})), oy satisface la recurrencia (4), y
por lo tanto es un elemento de S. De la misma manera, tomando partes imagi-
narias en lugar de partes reales en (11), se tiene que las sucesiones (Im(z}))
estan en S.

Como siempre —por cuestiones de dimensién— alcanza con ver que B es R-
linealmente independiente. Supongamos entonces que existen numeros reales

neN

UL, U2, + -y Ug, V1, V2, - . ., Up, W1, W, ..., W, tal que
urry + uorh 4+ .. 4+ ugr? + vy Re(2]) + wiIm(2])+ (12)
+vaRe(23) + walm(z3) + ... vpRe(2y) + wplm(zy) = 0
para todo n € N. Usando el ejercicio 3.16, podemos escribir
v Re(z) + weIm(zy) = oy, 2 + Brzy
con ) o
Vi — Wk Uk T Wit

Luego, (12) se transforma en
urry +uory .. ugry far 2 + Gzl . oz + Bzl =0 YneN.

Si miramos esta igualdad en C, tenemos una combinacién lineal de s+ 2p expo-
nenciales distintas dos a dos. Como en la demostracién del teorema 3.5, de esta
igualdad se deduce que

Uy =u=...=us=o1 =% =...=a,=0,=0,

pero nosotros queremos ver que los u;, v, wy’s son todos ceros. Usando ahora
(13), se tiene

Vi — Wt Vg + Wit
0=—, 0=——
2 2
y de aqui se deduce vy, = wr, =0k =1,2,...,p. Esto completa la demostraci’on.

O

Ejercicio 3.14. Calcular la base B del enunciado de la proposicion 3.13, cuando
la sucesion es 1, 1,—1, —1, 1, 1,....

Ejercicio 3.15. Sean wi,ws,...,wp numeros complejos, y A1, Az, ..., Ap nime-
ros reales. Demostrar que

R€(>\1 w1 + )\2 wo + ...+ >‘p wp) = )\1 Re(wl) + )\2 R@(WQ) + ...+ >‘;D Re(wp).
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Ejercicio 3.16. Sean a y b numeros reales y z € C. Iqualando parte real y parte
imaginaria en la ecuacion a Re(z)+bIm(z) = az+ BZ mostrar que la solucidn
es

o = = .

a—bi a+ bi
2 B 2

4. Casos de raices multiples

Hasta ahora sabemos como encontrar bases explicitas de soluciones para S
en el caso en que P(t) —el polinomio asociado a la recursién— tiene raices simples.
Hemos visto que en este caso las soluciones son esencialmente potencias de las
raices de P(t). Ahora veremos cémo son las soluciones en el caso en que las
raices del polinomio asociado tienen multiplicidad.

Comencemos con el caso mas simple:

an+2 = 2an+1 — Qp (14)

cuyo polinomio asociado es P(t) = t* — 2t + 1 = (¢t — 1)%. Por lo visto al
comienzo del apartado 3.2, ya sabemos que la sucesién a,, := 1(= 1")Vn € N
satisface con la recurrencia ya que 1 es raiz de P(t). Pero también sabemos
(por la proposicién 2.1 que la dimensién del espacio de soluciones de (14) es
dos. ;Dénde podemos encontrar otra solucién linealmente independiente con la
primera, para caracterizar completamente el espacio de soluciones?

La respuesta la podremos encontrar en la demostracién de la proposicién
1.15. Hemos visto alli que toda sucesién aritmética satisface la recurrencia (14).
También sabemos que “la forma” general de las sucesiones aritméticas es Cp +
Cyn, donde Cy y Cs son constantes. Luego, tenemos un espacio de sucesiones
que esencialmente depende de dos pardmetros (dimensién dos) contenido en el
espacio de soluciones de (14). Esto nos da la representacién que buscamos.

Proposicién 4.1. Sea S el espacio de sucesiones que satisfacen (14). Una base
para S es

B:={(1")nen, (N)nen}-

Demostracion. Veamos primero que a,, := nVn € N satisface (14) 2. En efecto,
n+2=2n+1)—n,

que es exactamente la ecuacién de recurrencia (14). Luego, para concluir, hay
que ver que B es un conjunto linealmente independiente. Supongamos que exis-
ten a,as € K tal que a1l + asn = 0 Vn € N. Consideramos los dos primeros
casos (n = 1,2):

a1 1 + a2 1 = 0
a1 1+ (6) 2 = 0.
2en realidad no harfa falta ya que an, = m es una sucesién aritmética, y vimos en la

demostracién de la proposicién 1.15 que las sucesiones aritméticas satisfacen (14).
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1 2
cual se deduce que la unica solucién posible para el sistema es a3 = as =0, y
esto demuestra la independencia lineal. O

El determinante de este sistema homogéneo es =2—-1=1%#0,conlo

Observaciéon 4.2. Observar que esta proposicion esencialmente dice que una
sucesion es aritmética si y solamente si satisface la ecuacion de recurrencia (14).
En efecto, ya vimos que las sucesiones aritméticas satisfacen esta recurrencia,
y por otro lado acabamos de demostrar que la solucion general de (14) es de la
forma C1 + Ca, n con C1, Cy € K| es decir una sucesion aritmética genérica.

Veamos ahora qué pasa en un caso mas general. Sea r € K, r # 0. Suponga-
mos que tenemos la recursion

Ao = 27 Apg1 — 172 G, (15)

cuyo polinomio asociado es P(t) = t? — 2rt +r2 = (¢t — r)2. Este caso es més
general que (14) ya que haciendo r = 1 en (15), recuperamos la recurrencia de
las sucesiones aritméticas. Nuevamente, ya sabemos que a,, := r" Vn € N es una
solucién de la recursién, y también sabemos que el espacio de soluciones tiene
dimension dos. ;Cémo encontramos otra solucién independiente de r™?

Para ello procedemos como sigue. Notar que si (a,)nen satisface (15), en-
tonces se tiene que cumplir lo siguiente:

Apyo — T Gpy1 =T Qpiq — rla, =r (ant1 — rap). (16)
Definimos una nueva sucesién (A4, ),ecn de la manera siguiente:
Ap = Apg1 — T ay.
Con esta definicién, la igualdad (16) se lee
An+1 =T An

y esto nos dice que (A, )nen €s una sucesién geométrica de razén r, o sea que
existe ro € K tal que

A = Qg1 — T =17 VYm € N. (17)

Dandole diferentes valores a m, obtenemos diferentes identidades:

Ap41 — T Gnp = ror"”
Gy — T Q1 = r,r*1
_ n—2
Ap—1 —Tap—2 = ToT (18)
ag —Tray = ToT.

Notar que hay n ecuaciones en esta lista. Queremos de alguna manera “eliminar”
de esta lista todos los términos excepto a,i1. Para ello, primero hacemos lo
siguiente:
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multiplicamos por r miembro a miembro la segunda igualdad.

multiplicamos por 72 miembro a miembro en la tercer igualdad.

multiplicamos por 7"~ ! miembro a miembro en la tltima igualdad.

Después de todas estas transformaciones, el sistema (18) queda asf:

Ant1 — T Gn = ror"
Ty — T2 A1 = ror”
2 3 _
T Ap_1 — T’ Ap_o = ToT" (19)
rlay —r"ay = ror”.

Sumando todas estas igualdades, llegamos a a,+1 — a1 r™ = ronr™, o sea que
la solucién general tiene la forma

py1 =a1 71" +rognr”,

donde si uno piensa a a; y rg como parametros, entonces se tiene que los ge-
neradores del espacio de soluciones de (15) son (r")peny v (n7™)nen. Esto es
precisamente lo que vamos a demostrar ahora.

Proposicién 4.3. Sea S el espacio vectorial de sucesiones que satisfacen (15).
Entonces una base de S como K-espacio vectorial es

B := {(Tn)neNv (nrn)nEN}-

Demostracion. El hecho que a := nr"Vn € N satisface (15) se muestra facil-
mente como antes. Veamos la independencia lineal. Si existen aq,as € K tales
que ag " + agnr™ = 0Vn € N, cancelando " en el miembro izquierdo (ya que
estamos suponiendo r # 0) se tiene a; + asn = 0,Vn € N. Este caso fue tra-
tado en la demostracion de la proposicién 4.1, y ya vimos que la tnica solucién
para este sistema de ecuaciones homogéneas es a; = as = 0, lo cual prueba la
independencia lineal. O

Veamos ahora un caso mas general atin, que es cuando el polinomio asociado
es de la forma P(t) = (t —r)' conr £ 0y £ > 2.
Recordemos la férmula del “binomio de Newton”:

(t—r)f = ; (§)nier (20)

o0 sea que la ecuacién de recurrencia es que tiene a este polinomio como asociado
es

M~

3 <f> (=) apy; = 0. (21)

<.
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El siguiente teorema puede considerarse la generalizaciéon de la proposicion 4.3.
Antes de enunciarlo, recordemos que la caracteristica de un cuerpo K es el menor
numero entero positivo p tal que p = 0 en K. Si tal nimero no existe (como en
el caso de los nimeros racionales, reales o complejos), entonces la caracteristica
es cero.

Teorema 4.4. Sea S el espacio vectorial de las sucesiones que satisfacen (21)
conr # 0, y K o bien de caracteristica cero o sino £ estrictamente menor que
la caracteristica de K. Entonces, una base de & como K-espacio vectorial es

B = {(r")nen, (07" )nen, ..., (011" )pen’}

La hipotesis impuesta sobre la relacion entre la caracteristica del cuerpo y
el grado del polinomio asociado puede parecer mas bien extrafia. Si uno asume
que esta trabajando con los niimeros racionales, reales o complejos no hay por
qué suponer nada, y en el caso de caracter’istica positiva, si £ es mayor o igual
que la caracteristica de K, se puede mostrar (no lo haremos aqui) que se puede
reducir la recurrencia por otra de grado menor, lo cual hace también redundante
la hipétesis.

las soluciones de tipo (n*r"),en se pueden deducir haciendo un anilisis
similar al hecho més arriba con las sucesiones de la forma (15).

Demostracion. Ya sabemos que a, :=r" Vn € N es un elemento de S ya que r
es una raiz del polinomio asociado.

Veamos ahora el caso a,, := nr" Vn € N. Para ello introducimos el polinomio
R(t) := (t — 1)*. Notar que

¢ ¢
R(t) = (t-=1)" =) <£> (D), R@)=Lt-1)""=) <j> (=191,

=0 J =0

<.

Especializando t en 1 en las dos igualdades de arriba, y sabiendo que ¢ > 2, se
tiene

? é )
R(1)=(1-1)"= (1) =0, (22)
> (;)

J

14
R(1)=¢(1-1)1t= Z (£> (-1) 75 =0. (23)

i=0 M
Ahora vamos a demostrar que la sucesién (nr"),en satisface (21), es decir que

Zﬁ:o (f)(—r)e_j(n + §)r"*tI es igual a cero. Calculamos

Yo (V=) i jyrmtd = L () () (1)
= MY (EDT YL ()i =0,

el primer término de la ltima igualdad es cero por (22), el segun término es
cero por (23). Esto prueba que (n7"™),en es un elemento de S.
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Para ver que en general (n*7"),cy € S, con 1 < k < £, usaremos induccién
en k. Para ello necesitaremos el siguiente resultado auxiliar:

Lema 4.5. Fijados { € N y k e NO < k </, se tiene

Y4

> ()i v =0,

§=0
donde entenderemos que si j =k =0, j* = 1.

Demostracion del Lema. La demostracién es por induccién en k. Para k =
0,1, son las igualdades (22) y (23) respectivamente. Veamos el caso general.
Fijemos k € N, k < £. Entonces se tiene que R (t), la derivada k-ésima de R
con respecto a t, es igual a

4
((=1)(0=2)...(l—k+1)(t—1)"F = Z <€>j(j—1) (k4D TR(—1)

—o

<.

Como k < /£, haciendo ¢t = 1 en esta igualdad, se tiene

L

> (f)j(j —1). (G- kD) =0 (24)

Jj=0

El polinomio ¢ (t — 1) ..., (¢t — k + 1) es ménico y tiene coeficientes enteros, es
decir que existen ayq,...,ar € Z tal que

tt—1) ..., (t—k+1) =t +at" T+ F ot +ay,
y haciendo t = j, queda
JU=1 . G—k+1) = 4o+ ar1j + o

Usamos esta igualdad para operar en (24), y queda

0 = Z§:0 (Z) (jk+a1jk_l+...+ak_1j+ak) (_1)£—j

J

= O+ o (S ().

Los términos que figuran entre paréntesis son todos iguales a cero por hipétesis
inductiva (k —p < k en todos los casos), asi que

¢
AN i
> (50 =0
i=o

que era lo que queriamos probar. O

Volvamos a la demostracién del teorema. Usando el lemma 4.5, veremos que
(n* r™),en satisface (21). Sean t; y to dos variables distintas. Entonces se tiene
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que el polinomio (1 + 2)* tiene coeficientes enteros y grado en t igual a k. Lo
escribimos como polinomio en ¢ con “coeficientes” que son polinomios en t; :

(tr + t2)" = Bo(t1)t5 + Bu(t)ts " + ... + Br(tr),
y si especializamos t; = n y t3 = j, queda

(n+§)* = Bo(n)j* + Bi(n)i* ' + ... + Bi(n). (25)

k

Vamos a usar esta igualdad enseguida. Para ver que (n” r™),cy satisface (21),

hay que mostrar que

XZ: (f) (n+ j)Frmti (1)t = 0.

=0

Usando (25), nos queda que el primer miembro de esta igualdad es igual a

Pt S0 () (Bo(m)s* + Br(n)i* 4+ Br(n) (1) =

= S B (g ()47 (1)) =0

la 1dltima igualdad vale ya que cada término que estd entre paréntesis es cero
(ver el lema 4.5).

Finalmente, nos resta ver la independencia lineal. Para ello, supongamos que
tenemos una combinacién lineal de elementos de B que es idénticamente cero; o
sea que existen aq,...,ay € K tal que

ar+asnr™+ ...+ amnrm=0 VYneN.
Como estamos suponiendo r # 0, entonces podemos cancelar r en el miembro
izquierdo de la igualdad y nos queda

Oé1+042’l7,—|—...+0égn£_1=0 Vn € N.

El polinomio S(t) := a; + agt + ... + ayt*~! es un elemento de K[t], tiene
grado menor o igual que £ — 1 pero se anula en al menos ¢ puntos distintos :
1, 2,..., £ (son distintos pues por hipdtesis o bien la caracterfstica de K es cero
o bien ¢ < car(K)). El lema siguiente dice que S(t) es el polinomio nulo, o sea
a; =ag =...=ay =0 que es lo que queriamos ver. O

Lema 4.6. Sea S(t) un polinomio de grado menor o igual que £ — 1 con coefi-
cientes en K que se anula en al menos £ puntos distintos. Entonces S(t) es el
polinomio nulo.
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Demostracion. Por induccién en £. Si £ = 1 entonces S(t) es una constante que
se anula en al menos un punto. Entonces la constante tiene que ser cero y eso
demuestra el enunciado para este caso.

Veamos el caso general. Supongamos que Ag, ..., Ay son los puntos distintos
de K donde se anula S(t). Como S(A¢) = 0, esto quiere decir que t — \y) divide
a S(t), o sea

S(t) = (t =) U() (26)
con U(t) € K[t], de grado menor o igual que £ — 2.

Como sabemos ademés que S(A1) = S(A2) = ... = S(A\—1 = 0, de (26) se
deduce (ya que A\; # A para j # k) que U(A) =U(Xg) = ... =U(X\—1 = 0.
Por hipétesis inductiva, se tiene entonces que U (t) es el polinomio idénticamente
cero, lo cual implica que S(t) = 0, como querfamos probar. O

Ejercicio 4.7. Sea K un cuerpo de caracteristica p con p > 0. Mostrar que los
numeros 1, 2, ..., p— 1 son distintos dos a dos en K.

5. El Caso General

Hemos encontrado hasta ahora una descripcién total en forma de solucio-
nes explicitas del espacio de soluciones de recursiones en los casos en que el
polinomio asociado o bien tiene todas sus raices simples, o bien es de la forma
(t — r)*. Veremos ahora cémo se resuelve el caso general, que es cuando hay
combinaciones de unas y otras (como (t — r1)% (t — 72)%2). La siguiente propo-
sicién nos servirda para encontrar soluciones para el caso general, partiendo de
casos particulares ya estudiados.

Proposicién 5.1. Sea P(t) el polinomio asociado a una recursion, y Q(t) un
polinomio mdnico cualquiera. Si (an)nen satisface la recursion cuyo polinomio
asociado es P(t), entonces también satisface la recursion cuyo polinomio aso-
ciado es P(t) Q(t).

Demostracion. Desarrollamos P(t) y Q(¢) :

V-1

-1
Piy=t"+>" Nt Q) =t"+Y Nt~
§=0 k=0

Como (an)nen satisface la recurrencia que tiene a P(t) como asociado, entonces

£—1

Qgr + Z myj =0 VmeN. (27)
j=0
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El producto P(t) Q(t) se puede escribir as{

-1 -1 —1
R IR el P RS P Vs
j=0 k=0 =0

Con lo cual, si (a,)nen satisface la recurrencia asociada a P(t) Q(t), entonces

-1 -1 -1

\j ; N [ R \j ;

Anier4e + janter 45 | + k + JAn+k+j
Jj=0 k=0 j=0

tiene que ser igual a cero. Esto es facil de comprobar pues las expresiones entre
parentesis son idénticamente cero, ya que son casos particulares de (27) con
m =n+{ y m=n+ k respectivamente. Esto demuestra lo afirmado. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar el resultado general.

Teorema 5.2. SeaS el espacio de soluciones de una recurrencia lineal. Si el
polinomio asociado a esta recurrencia tiene la forma

Pt)=(t—r)"(t—ra)2...(t—ry)"™,

conly > 1,0, >1,..., 4, > 1, ninguno de los r; es cero, y ademds la carac-
teristica de K es o bien cero o bien mayor que {1 + ...+ £, entonces una base
de soluciones de S es

{0 men, (0] )ners -+, (W07 ) nen, (75 Jnen, (05 )nen, -y (27 1) Jnen, -, (0

Demostracion. Fijemos j € {1, 2,...,u} y k € {1,2,...,¢; — 1}. Por lo visto
en la seccién anterior, (nkr?)neN es solucion de la recurrencia que tiene como
polinomio asociado a (t — rj)zj. Por la proposicién 5.1, se tiene que también
satisface la recurrencia asociada a P(t) ya que este polinomio es un miltiplo de
(t —r;)%. Luego, (nkrg-‘)neN €S Vj<u, Vk <.

Por cuestiones de dimensién, solo resta ver la independencia lineal del con-
junto de soluciones. Sea ¢ := {1 + ...+ £,. Supongamos entonces que existen ¢
NUMeros aiy, 12, .- ., Qs , ®21, - - -, 0ye, € K tal que

1.4 _
a1y Faranrt + ..+ alglnel 11"11 +aoiry ...+ Oéugu’ﬂe” 17’3 =0 VneN.

(28)
Fijamos j =1, 2,..., u, y definimos P;(t) := X\j1 + Ajot + ... + )\jgjtej_l. Con
esta notacién, (28) se escribe

Pi(n)rf + Py(n)ry + ...+ Py(n)r, =0 Vn € N.

La independencia lineal estard demostrada si mostramos que P;(t) = 0Vj =
1, 2,..., u. Esto es precisamente el enunciado del préximo teorema. O
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Teorema 5.3. Sean {1,..., ¥, enteros positivos, y K un cuerpo de caracteristica
cero o bien de caracteristica mayor que ¢1+...+4£,. Sean Pi(t),..., P,(t) € K[t]
polinomios de grado menor que f1,...,0, respectivamente, y r1,...,7, € K
distintos dos a dos y ninguno de ellos igual a cero. Supongamos que

Pi(n)r? + Pa(n)ry + ...+ P,(n)r;, =0 VYn € N.
Entonces, Pi(t) = Py(t) =...= B,(t) = 0.

Demostracion. La demostracion sera por induccion en u. Para u = 1, se tiene
Pi(n)rf = 0Vn € N. Como r; # 0, entonces se tiene Py(n) = 0 Vn € N. El
lema 4.6 nos dice entonces que P (t) = 0.

Veamos el caso general. Supongamos que el enunciado no es cierto, y se

pueden conseguir polinomios P (t),..., P,(t) € K[t] no todos de ellos nulos, tal
que
—P,(n)ry =Pi(n)ri + ...+ Py_1(n)ri,_; VYneN. (29)

Notar que se debe de tener P,(t) # 0, sino habria una contradiccién con la
hipétesis inductiva. De todas las posibles maneras de encontrar familias de la
forma (29), elegimos aquella donde el grado de P,(t) es minimo. De (29) se
deduce

~P,(n+ 1" =Pi(n+ D)™ 4+ Pug(n+ D)t Yn €N,
Multiplicando por r, la primer ecuacién y restandole la segunda, se tiene
(Pu(n+1) = Pu(n)ru)ry =
(Pi(n)ry, — Pi(n+ D)r)r + ...+ (Pu—1(n)ry — Pu—1(n+ D)ry—1)r_ .
Definimos @, (t) := 7, (P, (t) — P,(t+ 1)),y )
Qi) :==Pj(n)ry — Pi(n+1)r;, j=1,...,u—1.

Es facil ver que el grado de @, (t) es menor estrictamente que el grado de P, (t).
Luego, (30) se lee

—Qu(n)ry = Q1(n)r{ +... + Qu-1(n)ry_;  VneN

que es de la forma (29) pero con el grado de @, (t) menor que el grado minimo.

Esto suele puede ocurrir si Q,(t) = Q1(t) = ... = Qu—1(t) = 0. La propo-
sicién siguiente dice que esto implica que Pi(t) = ... = P,_1(t) = 0, y esto
naturalmente implica que P, (t) = 0. O

Proposicién 5.4. Sea A € K, A # 1. Si P(t) € K verifica P(t+ 1) = AP(t),
entonces P(t) = 0.
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Demostracion. Supongamos que el grado de P(t) estd acotado por d, y escribi-
mos P(t) = Zj:o p;t?. De acuerdo a la hipétesis, se tiene que

0 = o pi(t+1)7 = A (E:?:olwtj)
o ( i (i)tk> - A (Z?:o pit? )
= Yoo (ZZ:]' pr(5) — /\pj) t/;

o sea que la condicién P(t + 1) = A P(t) es equivalente a

ok
Zm(.) —Ap; =0 Vj<d
=y M

Esto tltimo es un sistema lineal homogéneo en los coeficientes p; :

(1= Npo+ p1t P2t pst ... H4pa = 0,

(1=XNp1+ 2pa+ 3ps+ ... +dpa = 0,

(1 — A)p2+ (3)p3+ R +(g)dpd = 0,

(1 - )\)pd = 0.
El sistema estd triangulado, y como 1—\ # 0, entonces tiene como tnica solucién
la solucién trivial pg =p; = ... =pg = 0. O
Ejercicios 5.5. 1. Calcular las formulas generales de las siguientes sucesio-

nes:

a)
a/lzla CLQ:O, a3:17 a4:05
Onta =10ap43 — 35an42 +50ap+1 —24a, Vn eN.

b)
alzl,a2:1,a3:1,a4:1,
ants = —6an+3 —13ap10 — 120441 —4a, YneN.

2. Enunciar y demostrar un resultado similar a la proposicion 3.9 que con-
temple el caso general donde una de las raices del polinomio asociado es
0.

3. Sea (an)nen una sucesion de nimeros reales tal que as =2 y
pto = —2ap4+1 —4a, VYneN.
Calcular asops.
4. Sea (an)nen una sucesion de nimeros reales tal que
Opt2 = Gpt1 — Gy VN EN|

y ass = 3. Calcular a;.
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