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Un ejemplo previo.
La extension de cuerpos Q(a)|Q, para v = v/2, no es normal, Autg(Q(«)) = {Idga)}-

Podemos definir dos endomorfismos ¢, s del Q-espacio vectorial Q(«) por

s(1) =0, s(a) = %Oz, s(a?) = —%&2.

Para x € Q(a), tenemos x € Q < ¢(z) =2 v s(x) = 0.

Ademas ¢y s estan relacionados con la estructura de anillo de Q(«) por

c(ry) = c(x) - cly) — 3 - s(x) - s(y),
) - s(y) + s(x) - c(y)
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para x,y € Q(«).



El algebra de grupo.

— {Z AT, Ay € K} dlgebra de grupo

celG

Suina. ZO’EG AUO- + ZO’GG HoO = ZO’GG<>\J + :LL0>O-
producto externo: () .o Ae0) =D o BAO
producto interno: » o Ae0 - 3 oo e = D ec(Dpre, Aokis)p

Si L|K es extension de Galois con grupo G, el isomorfismo G < Aut(L|K) induce una
accion de K|G] sobre L, dada por

uo K[G] = Endg(L)
ZO’EG)\ o = ZO’EG (0-)

y se tiene un isomorfismo

K|G] tiene también una estructura de K-codlgebra y de K-algebra de Hopf.



Algebras y coalgebras.

Una K-algebra es una terna (A, m,u),
donde A es un K-espacio vectorial,
m:AQA—Ayu: K— A

son morfismos de K-espacios
vectoriales tales que los diagramas
sigulentes commutan

Id®m

ARARA AR A
m & Id m
AR A m A

AR A
u@y/ \g@u
KA Jm AR K

A

Una K-coalgebra es una terna (C, A, ),
donde C' es un K-espacio vectorial,
AC—-0Cye:C—K

son morfismos de K-espacios

vectoriales tales que los diagramas
sigulentes commutan

Id® A

CoC®C oX:Te
A® Id A
C®C = C
€®,V cec d®e
K®C A C®K

e
o A



Algebras de Hopf.

Una K-bialgebra es un K-espacio vectorial H, dotado de estructura de K-algebra
(H,m,u) i de estructura de K-codlgebra (H,A,¢) tal que m i u son morfismos de
K-codlgebras (equivalentemente A i € son morfismos de K-édlgebras).

Si H es K-biadlgebra, una aplicacion lineal S : H — H se llama antipoda de H si
cumple

mo(S®Id)oA=uc=mo(Id®S)oA.
Una K-algebra de Hopt es una K-bialgebra con antipoda.

La K-dlgebra K|G| es édlgebra de Hopf con coproducto A definido por A(g) = g ® g,
counidad definida por £(g) = 1, antipoda definida por S(g) = ¢~ !, para g € G.

Notacion. Si C' es K-coalgebra, para ¢ € C, escribimos A(c) = ) ¢1 ® co.



Extensiones Hopf-(alois.
Sean L|K una extensién finita de cuerpos, H una K-algebra de Hopf finita. Decimos
que L|K es H-Galois si existe un morfismo de K-algebras

i H — Endg(L)
tal que I ® p: L ® H — Endg (L) es isomorfismo y se cumple

ph)(xy) = > p(ha)(@) - p(ho)(y), (1)
u(h)(1) = S(h)- 1, 2)

para h € H,xz,y € L.

Ejemplo 1. Si L|K es extension de Galois con grupo G, tenemos

p:  K|G] —  Endg(L)
ZO’EG)\ o = ZO’EG (0-)

inducido por G = Aut(L|K) e I ® p es isomorfismo. Ademas
plo)(zy) = wlo)(x)p(o)(y) implica (1),

e(0)(1) =1=¢(o) -1 implica (2).



Ejemplo 2. Consideramos la extensiéon Q(a)|Q, con a = /2 i el algebra
H = Qc,s]/(35* + ¢ — 1,(2c + 1)s,(2c + 1)(c — 1)) con la estructura de algebra
de Hopf dada por

Alc)=c®c—3s®s, e(c) =1, S(c) =c,
Als)=c®s+s®c, €(s)=0, S(s)=—s.
El morfismo p : H — Endg(Q(«)) viene dado por

y las relaciones

clzy) = c(x) - cly) — 3 s(z) - s(y),
s(zy) = c(x) - s(y) + s(z) - c(y)
son exactamente la condicion

p(h)(@y) = p(hn) (@) - plho)(y).



Si una K -algebra de Hopt H opera sobre un cuerpo L extension de K, definimos el
subcuerpo de L fijo por la acciéon como

LY ={x e L:uh)x)=c¢clh) -z, Yhe H}.

En este ejemplo, tenemos

Q) ={x e Qa):c(x)=¢c(c) -2 =x,5(x) =<(s) - =0} = Q.

Ejemplo 3. Consideramos la extensién L = Q(v/2)|Q = K. La extensién L(7)|Q()
es Galois con grupo N = (). Por tanto es Hy-Galois con Hy = Q(7)[IN]. Si e es
generador de N, tenemos Hy = {\g + \e + e’ + )\363}. La sub-algebra de Hopt
de H()

e—l—e_1 e — e 1
2 ’ 21

H=Q [
cumple Hy = H|i] y L|Q es H-Galois.



Formulacion en términos de grupos.
Para una extension finita y separable L| K, denotamos por

~

- L
v L clausura normal de L|K,
G = Gal(L|K),
G| L G' = Gal(L|L),
S = G /G (clases laterales por la izquierda),
e B = Perm(S).

La accion de G sobre S = G/G" da un monomorfismo G — Perm(S) = B.

Son equivalentes las dos condiciones siguientes
1. Existe una K-élgebra de Hopf H tal que L|K es H-Galois.

2. Existe un subgrupo regular N C B (i.e. N opera transitivamente y con estabi-
lizadores triviales sobre S) tal que el subgrupo G' de B normaliza N.

Ademés H ® L ~ K[N]® L ~ L[N].



Ejemplo 3’. Consideramos la extensién L = Q(+v/2)|Q = K.

Sabemos G = Dy = {p, 0}, p = (1234),0 = (13). Sitomamos N = {p* o) ~ Cy x (s,
tenemos N regular y obtenemos una K-dlgebra de Hopf H', no isomorfa a la K-algebra
de Hopf considerada anteriormente. Poniendo N = (s, t|s* = t* = 1, st = ts), tenemos

H' = Q[st,s +t,v/—2(t —s)] € Q(+v/—2)[N].

Las dos estructuras Hopt-Galois de esta extension corresponden a dos diagramas de
extensiones de cuerpos.

(V2,1) (V/2,1)

04 CZ X CZ




Extensiones cuasigaloisianas.
L clausura normal de L| K, G = Gal(L|K), G’ = Gal(L|L), S = G/G', B = Perm/(S).
Las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Existe una extension de Galois F|K tal que L ® E es un cuerpo que contiene L.

2. Existe una extension de Galois E|K tal que L ® E = L.

3. G’ tiene un complemento normal en G

4. Existe un subgrupo regular N de B normalizado por GG y contenido en G.

Decimos que L|K es cuasigaloisiana si cumple las condiciones anteriores.

Proposicién. Sea L|K extension separable de grado n, G = Gal(L|K).
1. Sin =2, L|K es galoisiana,
2.5in =304, L|K es cuasigaloisiana,
3. Sin =5, LK es Hopf-Galois si y s6lo si G # A; y G # S5,
4.S5in>5yG=A,0S,, entonces L| K no es Hopf-Galois,

5.S5in <7, L|K es Hopf-Galois si y sdlo si es cuasigaloisiana.



Ejemplo. Consideramos la extension L = Q(v/2)|Q. Entonces L = Q(/2,¢).
La extension L|Q es cuasigaloisiana.

Ahora consideramos la extension £ = Q(\/_ (5 +(H)|Q. Esta extension es Hopf-Galois

pero no cuasigaloisiana. Tenemos E = L = Q(v/2,¢5), [E: Q] = 10 y G = Gal(L|Q)
esta generado por los automorfismos

0:\5/§|—>C5\5/§ T V2 — V2
G — G C5'—>C§’

—1

que cumplen las relaciones 0° = Id, 7 = Id, Tom™! = 3. Vemos que (o) es comple-

mento normal de Gal(L|L) = (1) en G; por tanto L|Q es cuasigaloisiana. En cambio

G' = Gal(L|E) = (7?) no tiene complemento normal en G. En efecto, el tinico subgrupo
normal de orden 10 de G es (o, 72). Las clases laterales de G/G’ son

={I,7%}, Co={o0,07%}, C3=1{0% %%}, C,= {0 0o}, C5={0* o'r?}
={r,7°}, C; ={o1,073}, C—{O’TJTB} C—{O’TJTB} Cho —{07’07’3}

La inclusién de G en B = Perm/(S) viene dada por

s (1,2,3,4,5)(6,7,8,9,10), 7+ (1,6)(2,9,5,8)(3,7, 4, 10).
El subgrupo ciclico N = ((1,9,2,10,3,6,4,7,5,8)) es regular y normalizado por G.



Extensiones de grado 6. N
Consideramos L|K de grado 6, G = Gal(L|K).

G G| LK

C'(6) 6 | Galois

D6(6) 6 | Galois

D(6) 12 | cuasigaloisiana
A4(6) 12 | no Hopf-Galois
F18(6) 18 | cuasigaloisiana
2A4(6) 24 | no Hopf-Galois
S4(6d) 24 | no Hopf-Galois

S4(6¢) 24 | no Hopf-Galois
F18(6) : 2| 36 | cuasigaloisiana
F'36(6) 36 | no Hopf-Galois
254(6) 48 | no Hopf-Galois

) 60 | no Hopf-Galois
F36(6) : 2| 72 | no Hopf-Galois
L(6):2 |120| no Hopf-Galois
A6 360 | no Hopt-Galois
S6 720 | no Hopt-Galois




Extensiones de grado 7. N
Consideramos L|K de grado 7, G = Gal(L|K).

G G| | LK

C(7) 7 | Galois

D(7) | 14 | cuasigaloisiana
F21(7)| 21 | cuasigaloisiana
F42(7)| 42 | cuasigaloisiana

L(7) | 168 | no Hopf-Galois
AT 2520 | no Hopf-Galois
ST 5040 | no Hopf-Galois




Teorema fundamental.

1. Sea L|K una extension Hopf-Galois con K-édlgebra de Hopf H. Entonces la
aplicacion

f: {H': H essub-algebra de Hopf de H} — {F: K C E C L, K cuerpo }
H — L7 ’

donde L' .= {z € L : pu(h)(x) = e(h) -z, Yh € H'}, es inyectiva e invierte las
inclusiones.

2. Si L| K es cuasigaloisiana, existe una K-algebra de Hopf H tal que L| K es H-Galois
y f es también exhaustiva.



~

Proposicion. Sean L|K, F|L separables, tales L. C ' C L, para L la clausura
galoisiana de L|K. Entonces

Idea de la demostracion:

F|L Hopf-Galois
L|K Hopf-Galois

} = F|K Hopf-Galois.

FL) Ponemos [L : K] =n,[F : L] =r.
G La accion de G sobre G/G" da un morfismo inyectivo
F |G G — S, v, por ser L| K Hopf-Galois, existe un subgrupo
G ‘ regular N de S,, normalizado por G.
I La accion de G’ sobre G'/G" da un morfismo inyectivo
G’ — S, y, por ser F|L Hopf-Galois, existe un subgrupo
regular N’ de .S, normalizado por G'.
LK Escribiendo un sistema de representantes de G modulo G”
como {x;y; }, para {z; }1<i<, sistema de representantes
de G/G', {y; }1<j<r sistema de representantes de G'/G",
obtenemos un morfismo G — Perm({1,...,n} x {1,....,r}) = S, v la imagen de

N x N'por S, x S, < S, es subgrupo regular normalizado por G.



Extensiones inseparables.

Sea /X un cuerpo de caracteristica p > 0.

Si L|K es extension puramente inseparable de exponente 1 (i.e. IP C K), decimos que
los elementos x4, ..., x, de L son p-independientes sobre K si

E r1 Tn __ o
alrlrnxl ° e xnn _ O? a’?“l...Tn E K) O S fr‘/[, < p i a/f,"l“./rn — 07 \V/’r'l, o« o ,Tn.

Una p-base de L|K es un conjunto p-independiente maximal.

Sea ahora L una extension puramente inseparable de exponente m de K (i.e. " c K ).
Podemos considerar la torre de cuerpos intermedios

KCL =K' NLCLy=K' NLC---CL, ,=K'"NLcK' "NL=1L,

donde cada eslabon es una extension puramente inseparable de exponente 1. Podemos
tomar una p-base B, ,, de L|L,,_1. Tenemos Bﬁ%m C L,,—1. Tomamos un conjunto
maximal By, 1., de elementos p-independientes de BY, 'y B, 1,1 tal que By, 1, U
Byp—1m—1es p-base de Ly,_1|Ly,—o y procedemos en esta forma hasta obtener una p-base
Bl,m J-.--U Bl,l de Ll’K

Ponemos N := By U BysU---U By, . Six € By, ponemos @ = h(z).



Derivaciones superiores.
Si L|K es extensién de cuerpos, una K-derivacion superior D de L es una sucesion
Dy=1d,D,...,D,,... de aplicaciones K-lineales de L en L cumpliendo

Z D;(a , para todo par a,b € L.

El cuerpo de constantes de D es {a € L|D,(a) =0,Yn > 0}.

Si K es cuerpo de caracteristica p, se tiene

D,(2") =0salvosi p|n

y, en este caso

D, (2") = D, ().



Extensiones modulares.
Sea ahora L una extension puramente inseparable de K. Decimos que L|K es modular
si cumple una de las condiciones equivalentes siguientes.

1. L es isomorfo al producto tensorial sobre K de extensiones de K generadas por un
elemento.

2. Los monomios [ [,y 2% 0 < k < p"¥) forman una K-base de L.

3. Existe una K-derivacion superior de L cuyo cuerpo de constantes es K.

Ejemplo 1. Sea K = F,(X?,Y?, Z7), L = K[Z, X Z + Y],
La extensién L|K no es modular.
Supongamos que existe una K -derivacion superior D de L tal que Z? no esta en el

cuerpo de constantes. Entonces, tenemos D,,(Z7) # 0 para algin n, por tanto p | n'y
D, (Z*) = (D,,,(Z))P. Obtenemos

XP(Dyy(Z)) = Do(XPZP) = Dy(XPZP + YP) = (D) (X Z + V).
Esto implica X = (D,,/,(XZ +Y))/(D,,(Z)) que contradice X ¢ L.



Ejemplo 2. Sea K =F (X" Y7, 27) L = K[Z,XZ + Y, X?,Y7].
Entonces

L=K[Z|® K[XZ+Y]® K[Y?].

Por tanto, la extensién L|K es modular.
Tenemos la torre de extensiones de exponente 1

KCK[ZV (XZ+ Y)Y CL,
Boy={Z,XZ+Y},Bio=BY,={2",(XZ+Y )}, By; = {Y*}.

En cambio, L no es modular sobre el cuerpo intermedio £ = K[X?, Y?].

Si L es una extension puramente inseparable de K, la existencia de una K-derivacion
superior de L con cuerpo de constantes K equivale a la existencia de una K-algebra de
Hopt H, generada por elementos D,, que cumplen

1=0

tal que L|K es Hopf-Galois y LY = K.



